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SOBRE UN TEOREMA DE G- CONTOPOULOS REFERENTE A UN CIERTO 

TIPO DE TRANSFORMACIONES CANONICAS

C.A. AltaVista
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RESUMEN: En un trabajo publicado por G. Contopoulos en 1963
este autor ha demostrado un teorema según el cual Hamiltonia 
nos de la -forma:

F - "'1^1 + s2c;l? + p ^ 3 1 'f c:lr> i P x ■> Pp )
donde p ^ y P2 son funciones periódicas de perlado 2 f| , man­
tienen su -forma cuando son sometidos a transformaciones cañó 
nicas que satis-fagan el teorema de Poincaré. Sin embargo, en 
un trabajo posterior G.E.O. Giacaglia ha propuesto la trans— 
-f or mac i ón s

1
«o

-■ H
= 2ÍL.-G)

y i * h - i - g
Yo = 2(L-G)1

x tt = 2 (G—H) y:r •= 2 (G-H) U+g)
en virtud de la cual el Hessiano calculado a partir del tér­
mino no perturbado del nuevo Hamiltoniano no sea nula, lo 
cual constituye una contradicción del teorema de G. Contopou 
los. El examen de este teorema lleva a la conclusión que en 
la demostración existen hipótesis no plausibles que lo inva­
lidan.

1.-  En un apéndice del trabajo titulado "On the Existence o-f 
a Third Integral of Motion", A-J- 68 N° 1, 1963, G. Contopou 
los presenta el caso de Hami 1 toni anos de la -formas
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9F = -siC|i + s2^2 + p F*(cll 9^2’Pl’p2) 
donde y S2 son constantes, pj y P2 son funciones periódi­
cas de periodo 2 H . Con respecto a este Hami1toniano ese au­
tor afirma que: "no existe una transformación continua de va
riables canónicas que satisfagan el teorema de Foincaré".

Aquí daremos una síntesis básica del trabajo mencionado 

y posteriormente haremos un análisis de los resultados que 

el autor ha obtenido, para demostrar que existen en los mis­
mos conclusiones inconsistentes que invalidan las hipótesis 

real izadas.
Supongamos con dicho autor que se efectúe una transfor 

mación canónica (q j ,q2,P 1,p2> >0^*P{  »P¿) 1 tal que
si :

S S(q^ >^2,pi*̂ 2)
es la función de­

terminante que permite obtener las nuevas coordenadas prima­
das por medio de las fórmulas:

n _ __ vS , _ vSqi vp. ’ Pi ' vq.!

mediante las cuales resulta la ecuación:
o vS . - vS

pi + s. ■p2 = f (qj. q¿)1 v
La solución de esta ecuación es:

S = f P2^2 + A(w, qj, ^2 ^
A es una función arbi trari a d© 1 Os argumentos del problema y

ÍU * p!.- S'**\  M
Si con 1 OS í ndi c es 1 y 0 se indi can derivaci ones respec

to a qj y q¿ G . Contopoul OS af irma la val i dez de las si-
gu i ente s reí ac i ones:

( 1 > Ají- + 2 H, °Í' q¿) - qi. °¿) - Kipi

(2 ) Ajíu f 2u, Pi- q¿) - A2(w, «i. q¿)
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donde F ' v PJ¡> san las periodos de? las nuevas variables P' y 1 ' 1
p ' ; !••:.a y K^ son enterasSimi 1 ¿*rmente  deben c.umplirse 1 as 2 1 ralaci anos:

<3> Al(a> - 2nS1/S2,q-¿ ,q¿) - ,q¿) + 2 fj H/S2 = LjPJ

(4)A2F - 2nS1/S2,q;! ,q¿) - A^nj.qJ.qp + 2 t/S2 = L2P¿

donde L -j y L. - son t«ambi. én enteros.
Vamos a anal i z ar estas úl t i mas reí ac i ones ba jo la a-f i r- 

maciión de? G. Contopoulos que si el cociente s-j/s2 es irracio 
nal, siendo los K y L arbitrarios, la expresión:

oj + 2 H (K + L s / s^)
puede aproximarse a u tanto como se quiera. Para ello consi­
deremos las ecuaciones (3.) y (3) „ Multipliquemos en (1,3) la 
primera por 211 , la segunda por Sj/s-,, sumemos las expresio­
nes obtenidas y al resul t ¿ido sumemos a ambos miembros la can 
t i d ad tu . Ob t en amos

211 [A^oj + 2ll,qJ,q¿) - qj,q¿)) +

+ Sx/S2 ,2hS1/S2,q^,q¿) - A2(u>, qj,q¿) + 2f¡ K/S2]+ oí

= a) + 2n (Kj + L1 Sj/S2) PJ

Mediante? operaciones totalmente similares con las expresio­
nes (2,4) tenemos:
2n | ( üj+2it , ^ (w~2n ”

- + ^2 11 ^2) + ÜJ= w + 2lí (K2+L2 ^P2

Si ahora admite la posibilidad que pueda ser aproximado
tanto como se quiera nos encontramos que deben verificarse 
las ex p r es i ones:
Aj(u)+2n ,q^ jq^) - A^C^o» ^1*̂2^  — ^

A^(üü-2u Sj/S£ ,a^ ,(^2^ ” *°2^  _ ^

fl = 0 , f2 = 0 (f independiente de qj y qp
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lo que implica que las valares de Pj y P^ deben ser nulas, de 
lo cual resulta que-:*  las variables p-j y p£ se reducen a cons­
tantes (a la suma se convierten en -funciones de muy larga pe 
ríodo) . De ést o se d e d u c e q u e 1 a -f unción c j e t. e r ni i n a nte S de 
pende de constantes (a de -funciones de muy larga periodo) y 
en consecuencia su desarrollo en serie diverge. En estas con 
dicianes la transía mación:

<qi,q2,Pl p2> - (.qj,q¿,pj,p¿) » no puede
tener lugar en las condiciones impuestas por G. Contopoulos.

C. D. D.
De esta manera debe considerarse que se ha justi-ficado 

la no validez del teorema, del cual G.E.Ü. Giacaglia ha en­
contrado la excepción mencionada en el resumen.
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